
Листок 13: Порождение комбинаторных объектов при помощи рекурсивных функций.

Âî âñåõ çàäà÷àõ ýòîãî ëèñòêà ðåøåíèÿ äîëæíû áûòü ðåàëèçîâàíû ïðè ïîìîùè ðåêóðñèâíîé ôóíêöèè (èëè ôóíê-
öèé). Ðåøåíèå äîëæíî èìåòü âèä:

def f(<параметры >):

<тело рекурсивной функции >

<чтение входных данных >

<инициализация массива или иных данных , если требуется >

f(<параметры >)

Â îñíîâíîé ïðîãðàììå ìîæåò áûòü îäèí èëè íåñêîëüêî âûçîâîâ (ì.á. â öèêëå) ðåêóðñèâíîé ôóíêöèè. Âñå ðåøåíèÿ
ìîæíî íàïèñàòü без èñïîëüçîâàíèÿ ãëîáàëüíûõ ïåðåìåííûõ.

Îáÿçàòåëüíûå çàäà÷è: A –- G, J, P.
Çàäà÷è íà "5": îáÿçàòåëüíûå, à òàêæå H, I, K, L, M, N, O, Q.

Определения

Лексикографический порядок : (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) < (𝑦1, . . . , 𝑦𝑛) ⇔ ∃𝑘 > 1 : 𝑥𝑘 < 𝑦𝑘, 𝑥𝑖 = 𝑦𝑖,∀𝑖 < 𝑘
Ïðè ñðàâíåíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðàçíîé äëèíû äåéñòâóåò ýòî æå îïðåäåëåíèå, íî ñíà÷àëà êîðîòêàÿ äîïîëíÿåòñÿ
íóæíûì êîëè÷åñòâîì ìèíèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ.

Обратный лексикографический порядок : ìåíüøå òà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðàÿ áîëüøå â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì
ïîðÿäêå.

A. Последовательности длины N из чисел 1. . .K

По данным натуральным 𝑁 и 𝐾 выведите все последовательности длины 𝑁 из чисел 1 . . . 𝐾.
Программа должна вывести все последовательности в лексикографическом порядке. Элементы
последовательностей должны быть разделены одним пробелом.

Input Output

2
3

1 1
1 2
1 3
2 1
2 2
2 3
3 1
3 2
3 3

B. Элемент не больше своего номера

Напечатать все последовательности положительных целых чисел длины 𝑁 , у которых 𝑖-ый член
не превосходит 𝑖.
На вход программе подаётся единственная строка, содержащая натуральное число 𝑁 .
Программа должна вывести все последовательности в лексикографическом порядке. Элементы
последовательностей должны быть разделены одним пробелом.

Input Output

3 1 1 1
1 1 2
1 1 3
1 2 1
1 2 2
1 2 3

C. Возрастающие последовательности
Перечислить все возрастающие последовательности длины 𝑁 из чисел 1 . . . 𝐾 в лексикографи-
ческом порядке.
В первой строке вводится натуральное число 𝑁 , во второй — натуральное число 𝐾 (𝐾 > 𝑁).
Программа должна вывести все последовательности в лексикографическом порядке. Элементы
последовательностей должны быть разделены одним пробелом.

Input Output

2
3

1 2
1 3
2 3

1



D. Убывающие последовательности
Перечислить все убывающие последовательности длины 𝑁 из чисел 1 . . . 𝐾 в обратном лекси-
кографическом порядке.
В первой строке вводится натуральное число 𝐾, во второй — натуральное число 𝑁 (𝐾 > 𝑁).
Программа должна вывести все последовательности в обратном лексикографическом порядке.
Элементы последовательностей должны быть разделены одним пробелом.

Input Output

4
3

4 3 2
4 3 1
4 2 1
3 2 1

E. Двоичные последовательности без двух единиц подряд

По данному натуральному 𝑁 выведите все двоичные последовательности длины 𝑁 , не содер-
жащие двух единиц подряд.
На вход программе подаётся единственная строка, содержащая натуральное число 𝑁 .
Программа должна вывести все указанные последовательности. Элементы последовательностей
должны быть разделены одним пробелом.

Input Output

3 0 0 0
0 0 1
0 1 0
1 0 0
1 0 1

F. Двоичные последовательности длины 𝑁 содержащие не более 𝐾 единиц

По данным натуральным 𝑁 и𝐾 (0 6 𝐾 6 𝑁,𝑁 > 1) выведите все двоичные последовательности
длины 𝑁 , содержащие не более 𝐾 единиц.
В первой строке вводится натуральное число 𝑁 , во второй — натуральное число 𝐾 (𝐾 6 𝑁).
Программа должна вывести все указанные последовательности в лексикографическом порядке.
Элементы последовательностей должны быть разделены одним пробелом.

Input Output

3
1

0 0 0
0 0 1
0 1 0
1 0 0

G. Двоичные последовательности длины 𝑁 содержащие 𝐾 единиц

По данным натуральным 𝑁 и𝐾 (0 6 𝐾 6 𝑁,𝑁 > 1) выведите все двоичные последовательности
длины 𝑁 , содержащие ровно 𝐾 единиц.
В первой строке вводится натуральное число 𝑁 , во второй — натуральное число 𝐾 (𝐾 6 𝑁).
Программа должна вывести все указанные последовательности в лексикографическом порядке.
Элементы последовательностей должны быть разделены одним пробелом.

Input Output

3
2

0 1 1
1 0 1
1 1 0

H. Двоичные последовательности длины 𝑁 содержащие не более 𝐾 единиц без двух единиц подряд

По данным натуральным 𝑁 и𝐾 (0 6 𝐾 6 𝑁,𝑁 > 1) выведите все двоичные последовательности
длины 𝑁 , содержащие не более 𝐾 единиц без двух единиц подряд.
В первой строке вводится натуральное число 𝑁 , во второй — натуральное число 𝐾 (𝐾 6 𝑁).
Программа должна вывести все указанные последовательности в лексикографическом порядке.
Элементы последовательностей должны быть разделены одним пробелом.

Input Output

3
2

0 0 0
0 0 1
0 1 0
1 0 0
1 0 1

2



I. Двоичные последовательности длины 𝑁 содержащие ровно 𝐾 единиц без двух единиц подряд

По данным натуральным 𝑁 и𝐾 (0 6 𝐾 6 𝑁,𝑁 > 1) выведите все двоичные последовательности
длины 𝑁 , содержащие ровно 𝐾 единиц без двух единиц подряд.
В первой строке вводится натуральное число 𝑁 , во второй — натуральное число 𝐾 (𝐾 6 𝑁).
Программа должна вывести все указанные последовательности в лексикографическом порядке.
Элементы последовательностей должны быть разделены одним пробелом.

Input Output

4
2

0 1 0 1
1 0 0 1
1 0 1 0

J. Разбиение на невозрастающие слагаемые, лексикографический порядок

Перечислить в лексикографическом порядке все невозрастающие разбиения целого положитель-
ного числа 𝑁 на целые положительные слагаемые (разбиения, отличающиеся лишь порядком
слагаемых, считаются одинаковыми).
На вход программе подаётся единственная строка, содержащая натуральное число 𝑁 .
Программа должна вывести все указанные последовательности в лексикографиеском порядке.
Элементы последовательностей должны быть разделены одним пробелом.

Input Output

4 1 1 1 1
2 1 1
2 2
3 1
4

K. Разбиение на невозрастающие слагаемые, обратный порядок

Перечислить в обратном лексикографическом порядке все невозрастающие разбиения целого
положительного числа 𝑁 на целые положительные слагаемые (разбиения, отличающиеся лишь
порядком слагаемых, считаются одинаковыми).
На вход программе подаётся единственная строка, содержащая натуральное число 𝑁 .
Программа должна вывести все указанные последовательности. Элементы последовательностей
должны быть разделены одним пробелом.

Input Output

5 5
4 1
3 2
3 1 1
2 2 1
2 1 1 1
1 1 1 1 1

L. Разбиение на неубывающие слагаемые, лексикографический порядок

Перечислить в лексикографическом порядке все неубывающие разбиения целого положитель-
ного числа 𝑁 на целые положительные слагаемые (разбиения, отличающиеся лишь порядком
слагаемых, считаются одинаковыми).
На вход программе подаётся единственная строка, содержащая натуральное число 𝑁 .
Программа должна вывести все указанные последовательности. Элементы последовательностей
должны быть разделены одним пробелом.

Input Output

4 1 1 1 1
1 1 2
1 3
2 2
4

M. Разбиение на неубывающие слагаемые, обратный порядок

Перечислить в обратном лексикографическом порядке все неубывающие разбиения целого по-
ложительного числа 𝑁 на целые положительные слагаемые (разбиения, отличающиеся лишь
порядком слагаемых, считаются одинаковыми).
На вход программе подаётся единственная строка, содержащая натуральное число 𝑁 .
Программа должна вывести все указанные последовательности. Элементы последовательностей
должны быть разделены одним пробелом.

Input Output

5 5
2 3
1 4
1 2 2
1 1 3
1 1 1 2
1 1 1 1 1

3



N. Разбиение на K невозрастающих слагаемых

Даны натуральные числа 𝑁 и 𝐾(1 6 𝐾 6 𝑁). Выведите всевозможные разбиения числа 𝑁 на
𝐾 слагаемых, упорядоченных в порядке невозрастания. Сами разбиения необходимо выводить
в лексикографическом порядке.
В первой строке вводится натуральное число 𝑁 , во второй — натуральное число 𝐾 (𝐾 6 𝑁).
Программа должна вывести все указанные последовательности в лексикографическом порядке.
Элементы последовательностей должны быть разделены одним пробелом.

Input Output

8
3

3 3 2
4 2 2
4 3 1
5 2 1
6 1 1

O. Разбиение на K неубывающих слагаемых

Даны натуральные числа 𝑁 и 𝐾(1 6 𝐾 6 𝑁). Выведите всевозможные разбиения числа 𝑁 на
𝐾 слагаемых, упорядоченных в порядке неубывания. Сами разбиения необходимо выводить в
лексикографическом порядке.
В первой строке вводится натуральное число 𝑁 , во второй — натуральное число 𝐾 (𝐾 6 𝑁).
Программа должна вывести все указанные последовательности в лексикографическом порядке.
Элементы последовательностей должны быть разделены одним пробелом.

Input Output

8
3

1 1 6
1 2 5
1 3 4
2 2 4
2 3 3

P. Правильные скобочные последовательности
Дано натуральное числo 𝑁 . Выведите все правильные скобочные последовательности, состоя-
щие из 𝑁 открывающихся круглых скобок и 𝑁 закрывающихся скобок в лексикографическом
порядке.
На вход программе подаётся единственная строка, содержащая натуральное число 𝑁 .
Программа должна вывести все указанные скобочные последовательности в лексикографиче-
ском порядке (открывающая скобка меньше, чем закрывающая), не разделяя скобки пробелами.

Input Output

3 ((()))
(()())
(())()
()(())
()()()

Q. Правильные скобочные последовательности длины 2N вложенности не более K

Даны натуральные числа 𝑁 и 𝐾. Выведите в лексикографическом порядке все правильные
скобочные последовательности, состоящие из 𝑁 открывающихся круглых скобок и 𝑁 закрыва-
ющихся скобок так, что максимальная вложенность не превосходит 𝐾.
В первой строке вводится натуральное число 𝑁 , во второй — натуральное число 𝐾 (𝐾 6 𝑁).
Программа должна вывести все указанные скобочные последовательности в лексикографиче-
ском порядке (открывающая скобка меньше, чем закрывающая), не разделяя скобки пробелами.

Input Output

4
2

(()()())
(()())()
(())(())
(())()()
()(()())
()(())()
()()(())
()()()()

4



R. Все перестановки
Напечатать все перестановки чисел 1 . . . 𝑁 (то есть последовательности длины 𝑛, в которые
каждое из этих чисел входит по одному разу).
На вход программе подаётся единственная строка, содержащая натуральное число 𝑁 .
Программа должна вывести все перестановки чисел 1 . . . 𝑁 . Элементы перестановок должны
быть разделены одним пробелом.

Input Output

3 1 2 3
1 3 2
2 1 3
2 3 1
3 1 2
3 2 1

S. Правильные скобочные последовательности — 2

Дано натуральное числo 𝑁 . Выведите в лексикографическом порядке все правильные скобоч-
ные последовательности, состоящие из 𝑁 открывающихся скобок и 𝑁 закрывающихся скобок.
Используются круглые и квадратные скобки, их порядок следующий:

(<) < [<]

Input Output

2 (())
()()
()[]
([])
[()]
[[]]
[]()
[][]

T* Правильные скобочные последовательности - 3

Дано натуральное числo 𝑁 . Выведите 𝐾 первых в лексикографическом порядке правильных
скобочных последовательности, состоящих из 𝑁 открывающихся скобок и 𝑁 закрывающихся
скобок в лексикографическом порядке. Используются круглые, квадратные и фигурные скобки.
Лексикографический порядок для скобок задаётся в тестовых данных.
Программа получает на вход число 𝑁 — количество открывающихся скобок в исходной после-
довательности и число 𝐾 — количество правильных скобочных последовательностей, которые
необходимо вывести (𝑁𝐾 6 106).
Затем идет строка из 6 символов, являющаяся некоторой перестановкой строки ()[]{}, задаю-
щая лексикографический порядок.
Гарантируется, что существует 𝑘 правильных последовательностей указанной длины.

Input Output

3
10
[}{)](

[[[]]]
[[{}]]
[[][]]
[[]{}]
[[]][]
[[]]{}
[[]]()
[[]()]
[[()]]
[{[]}]

U. Расстановки ферзей

Известно, что на шахматной доске размером 8× 8 можно расставить 8 ферзей не бьющих друг
друга, причем сделать это можно 92 способами.
Дано натуральное 𝑁 6 10. Определите сколькими способами на доске 𝑁 ×𝑁 можно расставить
𝑁 мирных ферзей.

Input Output

8 92

V. Расстановки ферзей — 2

Решите предыдущую задачу, если расстановки ферзей, которые можно получить друг из друга
поворотами и отражениями доски считать за одно.

Input Output

8 12

5


