
Ïðîãðàììèðîâàíèå, 11-é êëàññ

Ëèñòîê 16. Êîíå÷íûå äåòåðìèíèðîâàííûå àâòîìàòû, ïðåôèêñ- è z-ôóíêöèÿ, ïîèñê ïîäñòðîêè.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü äàíû äâå ñòðîêè: S[1..m] è T [1..n],m < n. Òðåáóåòñÿ íàéòè èíäåêñ k â ñòðîêå T , òàêîé ÷òî

T [k + i− 1] = S[i], i = 1 . . .m

Èñïîëüçóåìûå òåðìèíû

Ïðåôèêñîì ñòðîêè S = s1s2 . . . sn íàçûâàåòñÿ ñòðîêà X âèäà s1s2 . . . sk, k 6 n. Åñëè k < n, òî ïðåôèêñ
íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì. Îáîçíà÷åíèå: X @ S (èëè X "íà÷èíàåò"ñòðîêó S).
Íàïðèìåð, äëÿ ñòðîêè abcdefg ñòðîêè a, ab, abc, abcd, abcde, abcdef, abcdefg ÿâëÿþòñÿ ïðåôèêñàìè è âñå, êðîìå
ïîñëåäíåé � ñîáñòâåííûìè ïðåôèêñàìè.

Cóôôèêñîì ñòðîêè S = s1s2 . . . sn íàçûâàåòñÿ ñòðîêà Y âèäà sksk+1 . . . sn, 1 6 k 6 n. Åñëè k > 1, òî ñóôôèêñ
íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì. Îáîçíà÷åíèå: Y A S (èëè Y "çàêàí÷èâàåò"ñòðîêó S).

Íàïðèìåð, äëÿ ñòðîêè abcdefg ñòðîêè g, fg, efg, defg, cdefg, bcdefg, abcdefg ÿâëÿþòñÿ ñóôôèêñàìè è âñå,
êðîìå ïîñëåäíåé � ñîáñòâåííûìè ñóôôèêñàìè.

Êîíå÷íûå àâòîìàòû

Êîíå÷íûì äåòåðìèíèðîâàííûì àâòîìàòîì M íàçûâàåòñÿ ïÿò¼ðêà (S, s0,Σ, δ, F ), ãäå:

• S � ìíîæåñòâî âíóòðåííèõ ñîñòîÿíèé àâòîìàòà

• s0 ∈ S � íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå

• Σ � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî âõîäíûõ ñèìâîëîâ (àëôàâèò)

• δ : S × Σ→ S � ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ

• F ⊆ S � ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ñîñòîÿíèé

Ñëîâî äåòåðìèíèðîâàííûé îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ δ îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî íà ìíîæåñòâå S ×Σ,
ò.å. èç êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ âûõîäèò òîëüêî îäíà ñòðåëêà ñ îïðåäåë¼ííîé áóêâîé.

Îïðåäåëèì Σ∗ êàê ìíîæåñòâî ñòðîê êîíå÷íîé äëèíû, ñîñòàâëåííûõ èç ñèìâîëîâ àëôàâèòà Σ, âêëþ÷àÿ ïóñòóþ
ñòðîêó.

Ïóñòü äàíà ñòðîêà w ∈ Σ∗, w = (a1a2 . . . an). Òîãäà ñòðîêà w ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé äëÿ àâòîìàòà M , åñëè
ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñòîÿíèé q0q1 . . . qn−1, qn ∈ S:

• q0 = s0

• qi+1 = δ(qi, ai+1), i = 0 . . . n− 1

• qn ∈ F

Âñå îñòàëüíûå ñòðîêè áóäåì íàçûâàòü íåäîïóñòèìûìè.

Ïîñòðîåíèå ôóíêöèè ïåðåõîäîâ êîíå÷íîãî àâòîìàòà äëÿ ïîèñêà îáðàçöà P äëèíû m
Îïðåäåëèì ñóôôèêñ-ôóíêöèþ σ: Σ∗ → {0, 1, . . . ,m} êàê äëèíó íàèáîëüøåãî ïðåôèêñà Pk ñòðîêè P, îäíîâðå-

ìåííî ÿâëÿþùåãîñÿ ñóôôèêñîì ñòðîêè x:

σ(x) = max{k : Pk A x}

Òîãäà äëÿ ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé àâòîìàòà S = {0, 1, . . . ,m}, íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ s0 = {0}, êîíå÷íîãî ñîñòî-
ÿíèÿ sm = {m}, àëôàâèòà Σ ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

δ(q, a) = σ(Pqa),

ãäå ñòðîêà Pqa ïîëó÷àåòñÿ ïðèïèñûâàíèåì ñèìâîëà a ∈ Σ ñïðàâà ê ïðåôèêñó Pq.

Ïðåôèêñ-ôóíêöèåé ñòðîêè S íàçûâàåòñÿ ìàññèâ π[0 . . . n − 1], ãäå π[i] � äëèíà ìàêñèìàëüíîãî ñîáñòâåí-
íîãî ñóôôèêñà ñòðîêè S[0 . . . i], ÿâëÿþùåãîñÿ å¼ ïðåôèêñîì. π[0] ïî îïðåäåëåíèþ ñ÷èòàåòñÿ ðàâíîé íóëþ.

Z-ôóíêöèåé ñòðîêè S íàçûâàåòñÿ ìàññèâ z[0 . . . n−1], ãäå z[i] � äëèíà ìàêñèìàëüíîãî ïðåôèêñà ïîäñòðîêè,
íà÷èíàþùåéñÿ ñ ïîçèöèè x â ñòðîêå S, êîòîðûé îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ è ïðåôèêñîì âñåé ñòðîêè S.

z[0] ñ÷èòàåòñÿ ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíîé íóëþ.

Íàèâíûé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ π[i] (öèêë ïî äëèíå ñòðîêè; öèêë ïî äëèíå ïðåôèêñà-ñóôôèêñà; ñðàâíåíèå ïîä-
ñòðîê) äà¼ò îöåíêó âðåìåíè ðàáîòû O(n3).

Ñâîéñòâà ïðåôèêñ-ôóíêöèè è z-ôóíêöèè ïîçâîëÿþò ïîñòðîèòü àëãîðèòì èõ âû÷èñëåíèÿ ñ ëèíåéíûì âðåìå-
íåì ðàáîòû.



Çàäà÷è

1. Îïèøèòå êîíå÷íûé äåòåðìèíèðîâàííûé àâòîìàò è ïîñòðîéòå ôóíêöèþ ïåðåõîäîâ, äëÿ êîòîðûõ ñòðîêè èç
óêàçàííûõ ìíîæåñòâ S (è òîëüêî îíè) ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè, ò.å. àâòîìàò çàêàí÷èâàåò ÷òåíèå ñòðîêè â
ñîñòîÿíèè q ∈ F :

(a) Σ = {a, b, c}, S = {(abc)n}, ãäå n > 1.

(b) Σ = {a, b, c}, S = {anbmck}, ãäå n,m, k > 1.

(c) Σ = {0, 1}, S = {ñòðîêè, çàêàí÷èâàþùèåñÿ íà íå÷¼òíîå êîëè÷åñòâî íóëåé.}

(d) Σ = {0, 1}, S = {ñòðîêè, çàêàí÷èâàþùèåñÿ ðîâíî íà äâà íóëÿ}.
(e) Σ = {0, 1}, v, w ∈ Σ∗, S = {v011w}
(f) Σ = {0, 1}, S = {ñòðîêè, â êîòîðûõ íå ìåíåå 2-õ íóëåé}.
(g) Σ = {0, 1}, S = {ñòðîêè, â êîòîðûõ íå áîëåå 2-õ íóëåé}.
(h) Σ = {0, 1}, S = {ñòðîêè, ñîäåðæàùèå ÷¼òíîå êîëè÷åñòâî íóëåé è åäèíèö}
(i) Σ = {0, 1}, S = {ñòðîêè, ñîäåðæàùèå äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ÷èñåë, êðàòíûõ 6}

2. Îïèøèòå êîíå÷íûé äåòåðìèíèðîâàííûé àâòîìàò è èçîáðàçèòå ôóíêöèþ ïåðåõîäîâ äëÿ ñòðîê, ñîäåðæàùèõ:

(a) aabab (ïðîèëëþñòðèðóéòå ðàáîòó ýòîãî êîíå÷íîãî àâòîìàòà ïðè ïîèñêå ïîäñòðîêè â ñòðîêå aaababaabaababaab)

(b) ababaca

(c) ababbabbababbababbabb

3. Íàïèøèòå ïðîãðàììó äëÿ ïîñòðîåíèÿ òàáëèöû ïåðåõîäîâ êîíå÷íîãî äåòåðìèíèðîâàííîãî àâòîìàòà, ïðè-
íèìàþùåãî äàííóþ ñòðîêó.

4. Âûïèøèòå ïðåôèêñ-ôóíêöèþ äëÿ ñòðîê:

(a) asdf

(b) aaaaab

(c) bbbcbbb

(d) bbccaebbcabd

(e) abcaeabcabd

(f) àáðàêàäàáðà

5. Íàïèøèòå ïðîãðàììó äëÿ íàèâíîãî âû÷èñëåíèÿ ïðåôèêñ-ôóíêöèè.

6. (1323) Âû÷èñëåíèå ïðåôèêñ-ôóíêöèè (ïðîãðàììà äîëæíà ïðîéòè êàê ìèíèìóì ïåðâûå 84 òåñòà).

7. Âûïèøèòå z-ôóíêöèþ äëÿ ñòðîê

(a) abacaba

(b) aabcaabxaaz

(c) xabxyabxyabxz

8. (1324) Âû÷èñëåíèå Z-ôóíêöèè.

9. (99) Íàïèøèòå ïðîãðàììó äëÿ ïîèñêà ïîäñòðîêè S (|S| = n) â ñòðîêå T (|T | = m). Âðåìÿ ðàáîòû O(n+m),
òðåáóåìàÿ ïàìÿòü O(n).

Óêàçàíèå: ðàññìîòðèòå ñòðîêó S +′ #′ + T , ãäå '#' � ñèìâîë, çàâåäîìî íå âñòðå÷àþùèéñÿ â ñòðîêàõ S è T
è ïðåôèêñ-ôóíêöèþ íà òàêîé ñòðîêå.

10. (101) Çàäà÷à ïðî öèêëè÷åñêóþ ïîäñòðîêó.

11. (1619) Çàäà÷à ïðî ïîäñ÷¼ò ñìàéëèêîâ.


